
Bei diesen „Lösungen“ handelt es sich um 
Lösungsskizzen, Ansätze und Endergebnisse. 
Die „Lösungen“ können nicht als Muster für 

Klausur-Lösungen angesehen werden. 
Außerdem wurden die „Lösungen“ nicht 

noch einmal auf ihre Richtigkeit kontrolliert 
und können Fehler enthalten.  

Diese „Lösungen“ dienen lediglich zum 
Abgleich eurer Ergebnisse. Wenn ihr unsicher 

seid, fragt lieber noch einmal nach.  



 
Mathenacht LösungIntegrationundTaylor

Integration

Begriffe Zusammenhänge

Wahr FalschAufgabe

Für ZerlegungenZeZeeinesInteralls a b gelte In Zz
DanngiltfürdieOber undUntersummenWZnf E OZe f

ZseieineZerlegungvonLaib
EineFunktionheißtgenaudann riemann integrierbar wenn in UZf f infsupsiseund sypEOCZ.fi übereinstimmen vertaus

Alle stetigenFataufeinemInterale ab sinddortriemann integrierbar
aber

f o soo R sei riemannintegrierbar Dann istauch f Lowo R
esgibtnurendlichrienf en E riemannintegrierbarundesgilt fiferdieSittendu
µ
eco.wsm

f ab RseibeschränktDann ist fdortintegrierbar ffmusszusätzlich
monotonsei

Das Integral ist linear
Gegenbsp

Für stetigeFunktionenist Säferendel Sülfeldse

Ist faufCab unstetig sogiltdiesauchfürdie ZugehörigeIntegralfkt f Dientetutistimmerstetig

Die Stammtht einerstetigenFlut ist eindeutig f nurbisaufdieIntegrationkonstan

Beieinem uneigentlichen Integral ist die oberemterrallgrenzees
oderdie untere Intervallgrenze W f GegenbspSätanen

istaucheinErkläredenMittelwertsatzanschaulichmitHilfeeinerSkizze uneigenteichum

ManfindetfürstetigeFunktionen f aufeinemkompakten IntervallLaib einGEab
sodassderFlächeninhaltdesRechtecks fl bal mitdemFlächeninhaltunterdem
Funktionsgraphen Säferdeübereinstimmt



1 1 1

FBIAfp FM i III Da neund in dengleichen

5
Flächeninhalthabenkannman

a a n abschneiden undbei
Flächeb a fiel FlächeSäfende me einsetzen dannerhält

manalsFlächeeinQuadrat
dessenFlächeninhaltleichtzu
berechnenist

Integrationsmethoden

1 Ötziusers sintiseidie 3seisinuseldie usesinusesder 5sinesse da
P

ITcosa If cos in der II cosa Ecostiselder 5sinetzeldze

o o TIsine I S sinuse dse tot o r Ezsin Tse Ecosse

Escos Tr Ez Er IstEz E Resabstitution

2 I seeIser die
Immatische

Ergänzung

Seriendjuun.EEjarctanltltc arctancser1 tc

3 zecos exit 1 da ES cosHolt sin alt 1 sin 1
Substitution t seit1 not istdoppelteNullstellevon Ee 1

Polynomdivision

En En E
wenn Anesen taz
zu n Asse AntA

fit Ende
ETEEEYI.az e

BerechnedieAbleitungderFunktionfern fees ÖFFdt
Kettenregel fer gewesen girlStreets here e

fieses Vitzer es



Taylor

aBerechnedasTaylorpolynom 2 Gradesvon fer I see1 e imEntwicklungspunkt
Ho 0

Fiji I
sets ez a

ein 2 sen en ez zu 3 f o 3

f en Le z z gg e

f o 1

f o 8
T a 1 t 3cm o t er o 1 3sethsei

b ErmittlemitHilfedesTaylerpolynomseinen Näherungswertfürf20,5

20,5 181,5 4 0,25 3,5

e DieGenauigkeit derAnnäherungmittelsTaylorpolynomnimmtabjeweiterderWertvom
Entwicklungspunktentferntist DerResttermwirdsehrgroß

f Zoo 201e 7,75wir
Talzoon 1 600 440000 160601



Mathenacht 2023 Lösungen
Dienstag, 4. Juli 2023 14:46











Differenzierbarkeit

1. Aufgabe :

Gegeben seien α > 0 und die Funktion f : R3 → R mit

f(x, y, z) = |xyz|α.

Untersuchen Sie, ob f im Nullpunkt

a) stetig,

b) partiell differenzierbar,

c) total differenzierbar ist.

Lsg:

a) f ist als Verknüpfung stetiger Funktionen auf ganz R3 stetig, denn f = h ◦ g mit g : (x, y, z) 7→ xyz
und h : x 7→ |x|α. Dabei ist h stetig nach Analysis I und g ist auf ganz R3 differenzierbar, damit nach
Mittelwertsatz Lipschitzstetig, damit stetig. (man kann auch f(x, y, z) = |x|α|y|α|z|α schreiben)

b) Es ist partiell differenzierbar in der 0 für alle α > 0. Betrachte den Differentialquotienten

lim
t→0

f(0 + t, 0, 0) − f(0, 0, 0)
t

= 0

c) Nur für α > 1 ist es total diffbar, weil sonst partielle Ableitungen nicht stetig sind. partielle Ableitung
z.B. für x ist

αx|x|α−2|yz|α

.

2. Aufgabe :

a) Bestimmen Sie alle stetig differenzierbaren Funktionen u : R2 → R, die der Gleichung ∂u
∂x − ∂u

∂y = 0 in
allen Punkten des R2 genügen.

b) Für welche Richtungen ν ∈ R2, ||ν|| = 1, wird die Richtungsableitung ∂u
∂ν (0, 0) maximal bzw. minimal?

Hinweis zu a): Mittels Kettenregel forme man die Gleichung um in eine (einfachere) Gleichung für die
Funktion v(ξ, η) := u(x, y), die durch die Variablentransformation

ξ = x + y, η = x − y

definiert ist.
Lsg.:



a) Sei u(x, y) = v(φ(x, y)) mit φ(x, y) = (x + y, x − y) = (ξ, η). Dann ist ∇u(x, y) = ∇v(ξ, η) · Dφ(x, y)
mit

Dφ(x, y) =
(

1 1
1 − 1

)
.Es Ist

∂xu(x, y) = ∂ξv(ξ, η) + ∂ηv(ξ, η)
∂yu(x, y) = ∂xiv(ξ, η) − ∂ηv(ξ, η)

Also gilt ∂ηv = 0, damit ist u(x, y) = v(x + y).

b) Es ist

∂nuu(0, 0) = lim
t→0

u(tν1, tν2) − u(0, 0)
t

= lim
t→0

v(t(ν1 + ν2)) − v(0)
t

= lim
s→0

v(s) − v(0)
s

(ν1 + ν2)

= v′(0)(ν1 + ν2)

Wird maximal bzw minimal wenn ||ν|| = 1 und ν1 + ν2 → max bzw. ν1 + ν2 → min.

3. Aufgabe :

Gegeben sei die Funktion f : R2 → R mit

f(x, y) =
{

xy3

x2+y2 für (x, y) 6= (0, 0)
0, für (x, y) = (0, 0)

a) Geben Sie eine Darstellung für die Tangentialebene an die Fläche {(x, y, f(x, y)) für x, y ∈ R} im Punkt
(1, 1) an.

b) Berechnen Sie fxy und fyx im Nullpunkt. Ist fxy stetig im Nullpunkt?

c) Geben Sie die Richtungsableitungen von f im Punkt (2, 3) an.

d) Auf welchen Teilmengen von R2 ist f total differenzierbar? (mit Begründung)

Lsg.:

a) Die Tangentialebene ist gegeben als

z = f(1, 1) + (x − 1)fx(1, 1) + (y − 1)fy(1, 1) mit
∂

∂x
f = y5 − x2y3

(x2 + y2)2

∂

∂y
f = xy4 + 3x3y2

(x2 + y2)2 also

z = 0.5 + 0
4(x − 1) + 4

4(y − 1)

= 0.5 + y − 1
= −0.5 + y



b) Es gilt

fxy = fyx = y6 + 6x2y4 − 3x4y2

(x2 + y2)3 .

Die Funktion fxy ist nicht stetig im Nullpunkt, da

lim
n→∞

fxy(1/n, 0) = 0 6= 1 = lim
n→∞

fxy(0, 1/n)

Mit Differentialquotient kommt man auf fx(0, 0) = 0 bzw. fy(0, 0) = 0. Nun berechne mit Differen-
tialquotient eine weitere Ableitung

fx(x, y) = y5 − x2y3

(x2 + y2)2

fxy(0, 0) = lim
t→0

fx((0, t)) − fx(0, 0)
t

= 1

Für fyx analog.

c) Die Richtungsableitung ist gegeben als (2 3) · ∇f(x, y).

d) Außerhalb des Nullpunktes ist f total differenzieber. Die partiellen Ableitungen sind stetig in der 0
da fx(0, 0) ≤ |xy| wenn |xy| → 0 dann auch fx(0, 0) → 0. fy analog. Deswegen total differenzierbar.

4. Aufgabe :

Es seien a1, a2, . . . , ak ∈ Rn und f : Rn → R definiert durch

f(x) =
k∑

i=1
||x − ai||2

mit der euklidischen Norm || · ||. Zeigen Sie, dass f ein eindeutig bestimmtes globales Minimum besitzt, und
berechnen Sie es.
Lsg.:

f(x) =
k∑

i=1
||x − ai||2

=
k∑

i=1

∑
j = 1n(xj − aij)2

=
k∑

i=1

∑
j = 1n(x2

j − 2aijxj + a2
ij)

und

∂

∂x
f(x) =

(
k∑

i=1
2xj − 2aij

)
j=1,...,n

=
(

k2xj −
k∑

i=1
2aij

)
∂

∂x
f(x) = 0 =⇒ xj = k−1

k∑
i=1

aij



In dem kritischen Punkt hat die Funktion lokales Minimum, denn die Hessematrix ist

Hf (x) =


2k 0 · · · 0
0 2k · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 2k


und damit positiv definit, damit hat die Funktion dort ein lokales Minimum. Es ist sogar ein globales, da
lim||x||→∞ f(x) = ∞ ist.

5. Aufgabe :

Bestimmen Sie für die Funktionen

f :

x1
x2
x3

 7→
(

x1x2
x2x−1

3

)
,

g :
(

y1
y2

)
7→


1

y1 + y2
sin(y1)
ln(y2)


und h der Verknüpfung dieser beiden Funktionen, die Jacobi-Matrizen f ′(x), g′(y) und h′(x) sowie h′( π

e , e, 1).
Lsg.:

Jf (x) =

x2 0
x1 1/x3
0 −x2/x2

3


Jg(y) =

[
0 1 cos(y1) 0
0 1 0 1/y2

]

Jh(x) =

0 x2 + 1/x3 x2 cos(x1x2) 1/x1
0 x1 x1 cos(x1x2) 0
0 −x1/x2

3 0 −1/x2
3


Jh(π/e, e, 1) =

0 e + 1 −e e/π
0 π/e −π/e 0
0 −π/e 0 −1


6. Aufgabe :

Begründen Sie, dass die Funktion

f : R2 → R mit f(x1, x2) = x2
1 + 2x2

2 − 2x1 + 2

auf der Menge B =
{

x ∈ R2 : ‖x‖ ≤ 2
}

ihr Maximum und ihr Minimum annimmt, und bestimmen Sie
Maximum und Minimum nachvollziehbar.
Lsg.: ∇f(x1, x2) = (2x1 − 2, 4x2) = 0 ⇔ (x1x2) = (1, 0), f(1, 0) = −3 ist lokales Minimum. Das Maximum
wird am Rand angenommen bei (x, y) = (−1, −

√
3), dort hat f den Funktionswert 11. f ist eine stetige

Funktion auf einer kompakten Menge und nimmt deshalb Maximum und Minimum an.



'qi§*s,

4o..D.?,,w3

/l . a) Jocrh'- H*ix,Y 
0l= 12' o \

t o 2:1a'lt o 25)

düt(0f),= 2x 25= 4*y
o e dutWf {,t,a1) * t +o
+ § ist ;* dqr J,ld\q (a,a)

ä S i»r m'dar Jld& [§,OJ

U"q\ Ez$rcv,a

,trl^ -dl..{or*,?w&.

,:'l

,f.ß]rcl u^kr.l"rlco.r
ir

,

n id;t lokef wnktt.bac
.,t»f :" ln d*t lnftn uh, (,r,.t\

:ä k= x2 , ,lil = r ( *. nt,. ei^L

kd,,='J',,VaU J xü,O ä
.1.lmk"khlc.ttrn 

1(u.v) 
: (#) ;

in ftde*^ fu" tt
J

injeb-frv tn ttur
ii rl:
I

,li.

I

6,a, da
lrt^yu,1 n H.

C41wr;+ irt f ,hk^,(, LkrtkLkba.

: ü*s ,|t\ ta,aS üd dnnr{t,

r')l '{ ' rucl*6-, , d,o.

-4): (e,o) = !ta1r)
I

419

1

Le;+ unJßr, nj(.lpqohd

f t- /,? B;



e) ö^5 6tur i*yfu;k fr"bfrb*a g*f I , I i

S r, "t,^r.t 
o \&i^

oä

aä{hrt"

i

I

r
I

t
I

Y
t.
l

i

I

3. a)
I

=Q

:

;E-\ ,e'\ItS \.lr " I

-!- I t,r ITi3 /\ t

i

&.1 3

2



AqS - 45 2J'
ltl

;,
';

{"t

\,ldq^betlra z x2+ t5! t-- /5
+ä x" * tSy'- 45 --o

* L{Xry , a) = *'3'- )r't,t + 2,x ' + /t

vL,x,y,^r=(;:{:;:lI 
)

\ x' +a53s-4r /
L*n d,elt Glc,.chunVxxT>xrwr he
,g,ntirci"e ?unbt<- e - (0,t)

n = ('[E,o)
, fs=F{F,o)

u.,

I

s13


