Warnhinweis

Bei diesen ,Losungen” handelt es sich um
Losungsskizzen, Ansatze und Endergebnisse.
Die ,Losungen” konnen nicht als Muster fur

Klausur-Losungen angesehen werden.

AulRerdem wurden die ,,Losungen” nicht
noch einmal auf ihre Richtigkeit kontrolliert

und konnen Fehler enthalten.

Diese ,,Losungen” dienen lediglich zum
Abgleich eurer Ergebnisse. Wenn ihr unsicher
seid, fragt lieber noch einmal nach.
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Mathenacht 2023 Losungen

Dienstag, 4. Juli 2023 14:46

1. Aufgabe:

Welche der Aussagen sind wahr und welche Falsch? Begriinde!
¥ Der Durchschnitt einer offenen Menge mit einer abgeschlossenen Menge ist weder offen noch abgeschlossen.
[CZ/JO(IQ ein-elementige Teilmenge des R™ ist folgenkompakt.
[7(.](‘(1(‘, konvergente Folge im metrischen Raum ist eine Cauchy-Folge.

W Sei p: R? = R, p(x,y) = z' + 2y%. Entweder ist die Menge M, := {(z,y) € R?| p(x,y) > 0}of fen
oder My := {(z,y) € R?| p(z,y) + 1 > 0} ist abgeschlossen.

Ml)ie Vereinigung zweier nicht leerer abgeschlossenen Kugeln im R"™ ist kompakt.

Sor A=B(0) wd M=E©®) Duwn il Aaby wd M%ﬁm, aber ANH=M (:(/\[&«.
oh M A
Set MeR™ wit (M4 wed  (x)H e FJ3¢. Dawwr &l (%) boust
= (%) koww = (%) besitef boww TF = M fogwéfél.
© Ser ()X bowv L3k b 0T Mt <t Vhr ) Don gl & £70:
M=ol = 5= e x=x Ml & fx =Xl M5~ xll« £+ E25 e w2V
= (x) &t CF
6 gl e LR 10< plug)-xte2§ = RAJO0R = M= §00) aly
= H, offf
Aber aud, M= {&.akmwosp(x.z)whzazle=>/rz aby.
Da coir eine ,Entesedler oder "-Aussay hakon wael beide Arsigen

walr  simd, isil ole 3&9. /4«9643{, \01{5%.
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§2' Aufgabe:

Uberpriife ob fiir beliebige n € N die Abbildung f : R? = R, f(z,y) := %]z — y| eine Norm ist.

=M,

Far (AA)e R gt = (UA) #(00) , wber

£(14)=211-1(=0

Dawit sh € lone Monn
3. Aufgabe:

Gegeben ist die Menge:

p 3
M := {(z,y) e R?|z <2, y<1und |z +y| < 5}

1. Skizziere die Menge.

2. Untersuche ob M abgeschlossen, offen oder beschrinkt ist.

3. Was édndert sich wenn wir:
a) MU{(z,y) eR?| (z— 3)* + (y — 1) < 1},
b) M U{(z,y) € R?| z = siny},
c) M UR? oder
d) M xR

betrachten?

2. M it aégcso”os% wdl  besdr

3 o) beschiidt | aber welf og@,,

odor aég.

ECD oy de
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L) abg V', besdhr X, offh X
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4. Aufgabe:

Welche der beiden Funktionen f, g : R? — R mit
[f(z,y) :=cos(2w(x +vy)) g(x,y):= sin (Illzﬁ)

besitzt in (0,0) einen Grenzwert? Begriinde!
(u-arﬁ)

Ser ()(,,,%,,)CIRZ mit (x,,,tq,,) —+0 . Do g«tﬂ

iz
u(_z}:o v[(x.‘,g,,) :“(é& cos(Zfr(xd%,‘)) =4

co (L5 2r( Xh+gh)) =coy2n = 1
= f bkt GO e (00)
S Gghos® f xm gk Do g ()0 ()
¢ (Xmrn s Giguea) = S Q%’E‘?ZI‘)— s ( (—%,)-— sia(tt)n)= 4 Yaep
g(xw%n =gt ({ﬁ%|)= Jon (%%9& (va) 2() Ve M
= (e §Rtgen) Yuen) = 1 #0 = (s §(xa o) b £ e /f/a/(e"éfe
sud die GO wn g verschieoh.

773 bt Gore. GL = (00)

5. Aufgabe:

In welchen Punkten ist die folgende Funktion stetig?

. R? 2 47} : A (z,y) # (0,0)
J:RESR, fl@): { 0 (z,y) = (0,0)

(74'{@‘45&“(&/» Lo @(/e (¥,3)¢(O,O).
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6. Aufgabe:

Gegeben ist die Menge Y := {,l\l k € N}. Bestimme )(/, Y,0Y.

- VU)o oo Unggbug tem ol €l 2 Y gowaie Ele. iv ¥ schhst ud
i Uaplosed Y ellalbon

/20 acelge Begrnol g

Y=9yVy- 50} Y

7. Aufgabe: (Zusatz)
Beweise folgende Aussagen:
1. Jede Norm auf R"™ ist stetig.
2. Nur fiir BA Seien M;, M, C X fiir einen metrischen Raum (X, d) kompakt. Dann ist
M, - My :={a-bla€ M,be M}
kompakt.

3. Fiir jedes z,y € R" gilt folgende Gleichung:

2 2 ‘ 2 2
llz+ yll3 + lle = 913 = 2 (llell3 + Iy1l3)

(Diese Gleichung wird auch Parallelogrammgleichung genannt, aber warum?)

/’.) Se” €=/ R~ eme More vt xe(lz":(xu)cﬂzw wid % ¥ @ R*

Aty
= 166 -6 [= ] lx - 1%l & s3] = O (s )

Z) Ser (ZJC/‘(AM?',O(.L. (7/016/A/3 x.‘_eMA,gke M, xk\ava%
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Mathe

Differenzierbarkeit Nacht

1. Aufgabe:
Gegeben seien o > 0 und die Funktion f: R?® — R mit
f(z,y, 2) = |zyz]™.
Untersuchen Sie, ob f im Nullpunkt
a) stetig,
b) partiell differenzierbar,
¢) total differenzierbar ist.
Lsg:

a) f ist als Verkniipfung stetiger Funktionen auf ganz R3 stetig, denn f = ho g mit g : (z,y, 2) — xyz
und h : x — |z|*. Dabei ist h stetig nach Analysis I und g ist auf ganz R? differenzierbar, damit nach
Mittelwertsatz Lipschitzstetig, damit stetig. (man kann auch f(z,y,z) = |z|%|y|*|z|* schreiben)

b) Es ist partiell differenzierbar in der 0 fiir alle a > 0. Betrachte den Differentialquotienten

lim f(0+t7070) B f(07070)
t—0 t

=0

¢) Nur fiir o > 1 ist es total diffbar, weil sonst partielle Ableitungen nicht stetig sind. partielle Ableitung
z.B. fir z ist
az|z|*72|yz|®

2. Aufgabe:

a) Bestimmen Sie alle stetig differenzierbaren Funktionen u : R? — R, die der Gleichung % — ‘g—; =01in

allen Punkten des R? geniigen.
b) Fiir welche Richtungen v € R?, ||v|| = 1, wird die Richtungsableitung %(0, 0) maximal bzw. minimal?

Hinweis zu a): Mittels Kettenregel forme man die Gleichung um in eine (einfachere) Gleichung fiir die
Funktion v(§,n) := u(z,y), die durch die Variablentransformation

§=z+y, n=z—y

definiert ist.
Lsg.:



a) Sei u(z,y) = v(¢(z,y)) mit ¢(z,y) = (z +y,x —y) = ({,n). Dann ist Vu(z,y) = Vo(&,n) - D(z,y)

mit
Do(z.y) = (11_11)

.Es Ist

aﬂcu(xa y) = 65’0(& 77) + 87]1}(67 7])
6yu(x7 y) = awiv(gv 77) - aﬂv(ga 77)

Also gilt 9,v = 0, damit ist u(z,y) = v(z +y).

b) Es ist
tvy, tvg) —u(0,0
Dpru(0,0) = lim 21 1v2) — u(0,0)
t—0 t
~ lim v(t(r1 +1v2)) — v(0)
t—0 t
_ iy V(8) = 0(0)
- ll—% s (v +v2)
='(0)(11 + 1)
Wird maximal bzw minimal wenn ||v|| = 1 und vy 4+ v — max bzw. v1 + vy — min.
3. Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
3 .
o) = [ #0200
’ 0, fiir (x,y) = (0,0)

a) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene an die Fliche {(x,y, f(z,y)) fir z,y € R} im Punkt
(1,1) an.

b) Berechnen Sie f,,, und f,, im Nullpunkt. Ist f,, stetig im Nullpunkt?

c) Geben Sie die Richtungsableitungen von f im Punkt (2,3) an.

d) Auf welchen Teilmengen von R? ist f total differenzierbar? (mit Begriindung)
Lsg.:

a) Die Tangentialebene ist gegeben als

z=fL1)+(x—-1)fe(1,1) + (y — 1) fy(1, 1) mit

9 B y5—m2y3

ox! T gy

0 zyt + 32392

o T @
z=0.5+%(m—1)+%(y—1)
=05+y—-1

=—-05+4+y



b) Es gilt
Yy + 622y* — 3xty?

(22 + 42)3

f:cy = fyx =
Die Funktion fy, ist nicht stetig im Nullpunkt, da
nh_>n;o foy(1/n,0)=0#1= nh_{rgo fay(0,1/0)

Mit Differentialquotient kommt man auf f,(0,0) = 0 bzw. f,(0,0) = 0. Nun berechne mit Differen-
tialquotient eine weitere Ableitung

5 2.3
o) = LT
T fw((oat))_fw(ovo)
fay(0,0) = Jimy t

=1

Fiir f,, analog.

c¢) Die Richtungsableitung ist gegeben als (2 3) - V f(z,y).

d) AuSSerhalb des Nullpunktes ist f total differenzieber. Die partiellen Ableitungen sind stetig in der 0
da fz(0,0) < |zy| wenn |zy| — 0 dann auch f;(0,0) — 0. f, analog. Deswegen total differenzierbar.

4. Aufgabe:

Es seien ay,as,...,a; € R” und f : R™ — R definiert durch
k
f@)=>"llz —aill”
i=1
mit der euklidischen Norm || - ||. Zeigen Sie, dass f ein eindeutig bestimmtes globales Minimum besitzt, und
berechnen Sie es.
Lsg.:
k
fl@) =" llz —aill”
i=1
k
=2 D= 1" — ay)®
i=1
k
= ZZ] = 1"(332 — 2aijxj + a?j)
i=1
und



In dem kritischen Punkt hat die Funktion lokales Minimum, denn die Hessematrix ist

2% 0 - 0
0 2t --- 0
Hy(x)=1]. . . :
0 0 - 2k

und damit positiv definit, damit hat die Funktion dort ein lokales Minimum. Es ist sogar ein globales, da
hm||xH%oo f(x) = o0 ist.

5. Aufgabe:

Bestimmen Sie fiir die Funktionen

T
T1T2
fila | — A
T2Tg

T3
1
Y1 Y1+ Y2
: — |7
g (yz) sin(y1)
In(y2)

und & der Verkniipfung dieser beiden Funktionen, die Jacobi-Matrizen f'(x), ¢'(y) und h'(x) sowie h'(Z, e, 1).
Lsg.:

X9 0
Jp(x) = |z 1/x3
0 —mo/23

101 cos(yh) O

0 xo + 1/1‘3 i) COS(IlﬁCQ) 1/I1
Jp(z) = |0 1 x1 cos(z122) 0
0 —x1/23 0 —1/x3

0 e+l —e e/m
Jn(m/e,e,1) =0 w/e —m/e O
0 —7w/e O -1

6. Aufgabe:

Begriinden Sie, dass die Funktion
f:R? %R mit f(z1,22) =27+ 225 — 227 + 2

auf der Menge B = {z € R?: ||zl <2} ihr Maximum und ihr Minimum annimmt, und bestimmen Sie
Maximum und Minimum nachvollziehbar.

Lsg.: Vf(z1,22) = (221 — 2,422) = 0 & (z122) = (1,0), f(1,0) = —3 ist lokales Minimum. Das Maximum
wird am Rand angenommen bei (z,y) = (—1,—+/3), dort hat f den Funktionswert 11. f ist eine stetige
Funktion auf einer kompakten Menge und nimmt deshalb Maximum und Minimum an.
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